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Introducciéon modelos VAR
e Hasta ahora hemos estudiado modelos uniecuacionales

e Ahora vamos a estudiar un modelo multiecuacional que se llama
Vector de Autoregresién (“VAR™)

e Ventajas del modelo VAR: a) es relativamente facil de especificar
y de estimar, b) las variables pueden ser no-estacionarias, c) los
errores pueden ser contemporaneamente correlados

e Desventajas del modelo VAR: muchos parametros/pocos grados
de libertad
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Introduccién modelos VAR (cont.):

e Definicion: modelo VAR. Un modelo VAR(p) de dimensién M
tiene la forma

Ye =By, 1+ + prt_p + Cx¢ + € (1)

con Cov(es, €q—j) = 0 para todo j # 0.y = [y1,¢,. .., ym,e] s el
vector de variables enddgenas, x;’ = [x1¢,. .., Xk | es el vector de
variables exdgenas (incluida la constante), By, ..., B, son matrices
M x M de pardmetros, y C es la matriz M x K de pardametros
asociada a las variables exdgenas

e Con el operador retardo podemos escribir (1) de una forma mds
compacta:
Y = B(L)yt =+ CXt + (S

e Nota: En este contexto los errores €,/ = [e1¢,...,€m ¢] se suelen
llamar innovaciones ( “innovations”)
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Introduccién modelos VAR (cont.):
e Ejemplo de un VAR(1) con y;' = [y:, z]:

ye = buyi-1+bzi1+er:
zz = boyr-1+bpzi1+en;

e Ejemplo de un VAR(1) con y:' = [y, z] y x¢/ = [1]:

Yi = buyi—1+brzi1+c+erys
zz = buyr1+bozi1+cote:

e Ejemplo de un VAR(2) con y;' = [yt, zt]:

Yt = biiyr—1+ b12zi—1 + bizyr—2 + b1azi_o + €1+
zt = boryi—1+ bozi1 + bo3yr—o 4+ boazi o+ €2t
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Introduccién modelos VAR (cont.):
e Ejemplo de un VAR(1) con y' = [y, z¢] y x¢’ = [1, x¢]:

Yt

bi1yi—1 + b12z:—1 + C10 + C11Xe + €1
Zt

bo1ye—1 + booze—1 + 20 + C1x¢ + €2 ¢
e Ejemplo de un VAR(1) escrito con el operador retardo:

ye = buily: + bialzy + €1t
ze = boily: + bylzi + €2

i}
yt = B(L)y: + €

donde B(L) = [ zﬁ Z;i }
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Introduccién modelos VAR (cont.):
e Ejemplo de un VAR(2) escrito con el operador retardo:

Ve = buly: + bialz + bisl2y; + bial?z + €1
bo1Ly: + bz 4 bo3Ly; + bogl?z; + €24

)

y: = Bily: + BZL2Yt + €t

Zt

2 2
donde B;L = [ bl biplL } Byl = [ b1zl byl ]

b21L b22L b23L2 b24L2
yr = B(L)y: + €

2 2
donde B(L) = [B1L + ByL?] = { bi1l + b1zl biol + bisl }

bo1L + by3l?  bopL + bogl?
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Estimacion e inferencia:

e La ventaja principal del modelo VAR(p) es que, aunque cada
variable sea no estacionaria, y aunque haya correlacién
contempordnea entre los errores €;, podemos estimar cada
ecuacién del modelo con MCO

e Ejemplo VAR(1) de y;, z: con yy ~ (1), zz ~ I(1) y
Corr(er,e,€2,¢) # 0:

Yi = biiyi—1+ biozi_1 + e
zt = boryi—1+ bozi1+ e
e Es decir, primero estimamos la primera ecuacién
Yt = briyi—1+ b1oze—1 + €1t
con MCO, y después la segunda ecuacién
zt = bo1yr—1+ bozi 1+ €2t

también con MCO
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Estimacion e inferencia (cont.):

e Sin embargo, si una o algunas de las variables endégenas son no
estacionarias, entonces las pruebas t no son validas

e Entonces, jcémo elegimos p?

— Evaluando los residuos €;: los queremos no autocorrelados, y
si es posible también homocedasticos (y Gaussianos)

— Utilizando criterios de informacién (AIC, SBC, etc.)

(— Transformar las variables no-estacionarias a estacionarias y
modelizar un VAR parsimonioso (“PVAR"))
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Estabilidad VAR

e Recordamos: un modelo AR(p) es estable si:

las raices caracteristicas estan dentro del circulo unidad

)

las soluciones de (1 — ¢1L — L2 — - -+ — $,LP) = 0 estan fuera
del circulo unidad

e Un modelo VAR(p) es estable si:

las raices caracteristicas estan dentro del circulo unidad

)

las soluciones de [I —BjL —--- — BpLP| = 0 estan fuera del circulo
unidad
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Estabilidad VAR (cont.)

e Proposicion (Hamilton 1994, p. 259): estabilidad de un

modelo VAR(p). Denotando el polinomio | — ByL —--- — ByLP
por A(L), es decir, A(L) =1 —B1L —--- — BpLP, si todas las
soluciones Ly, ..., L, de |[A(L)| = 0 estdn fuera del circulo unidad,

entonces el modelo VAR(p) es estable

e ;Cémo comprobamos si las soluciones de |A(L)| = 0 estan
dentro o fuera del circulo unidad?

e Nota: en este contexto estabilidad es equivalente a
estacionariedad
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Estabilidad VAR (cont.)
e Recordad:

— Si A = (a11), entonces |A| = a1

. a11 412
— SiA= , entonces |A| = ajjaz — aizan:
a  ax

411 d12 a3
— Si A = a1 axp ax |, entonces |A| = ajjaxpass +

431 432 as3
a21332313 + 331312323 — a21312333 — 311332323 — a31322313

etc.
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Estabilidad VAR (cont.)

e Cuando M =1 las condiciones de estabilidad para VAR(p) y
para AR(p) coinciden, porque:

| —ByL— - —ByLlP =1—byyL — bjpl? — - — byplP

e Para un modelo VAR(1) con M = 2 tenemos que

3 ~[1 0] [bul bl
AlL)=1-Bil = [o 1] [b21L b22L}
[ 1-=bul —bpl
T | —bul 1—byl
IA(L)] = (1— biil)(1 — bol) — biolby L

= 1— (b1 + bx)L + (br1bay — b1abo1)L?
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Estabilidad VAR (cont.)

e Ejemplo, Patterson (2000, pp. 604-605). y; = B1y, ; + €;

5/8 1/2
’ ~ 2 —
donde y'y = [yr, zt], - ~ WN(0,%7), By [ 1/4 5/8 ]

AL = 1-ByL)
=(1-5L/8)?—12%/8
=17L%/64 — 10L/8 + 1
Las soluciones de |A(L)| = 0 son 1.022, 3.684 (las raices

caracteristicas son 1/1.022 = 0.978 y 1/3.684 = 0.271), y
entonces el modelo es estable y estacionario
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Estabilidad VAR (cont.)

o Ejemplo. y: = ¢+ B1y, 1 + ¢ donde y'y = [y, z],

¢ =[1/5,2/5], By = [ i?j ;g } er ~ WN(0, £2),
1/5 0
= [ 0 3/4}

IA(L)] =1 = BalL]
=(1—L/4)(1—5L/8)—L?/8
=1%/32-7L/8+1

Las soluciones de |A(L)| = 0 son 1.194, 26.806 (las raices

caracteristicas son 1/1.194 = 0.838 y 1/26.806 = 0.037), y
entonces el modelo es estable y estacionario
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Estabilidad VAR (cont.)
e Ejemplo (cont.). La estacionariedad implica que
E(y:) = E(c)+ E(B1y; 1)+ E(et)
=c+ B1E(y:)
(1-B1)E(y:) =c
E(y:) =(1-B1)"'c

Es decir,

ft =180 e | 3 S| | 28] - 23]
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Estabilidad VAR (cont.)
e Ejemplo (cont.). Utilizando que
E(y)=(1-B1)'c & c=(1-B1)E(y:)
se obtiene Var(y;):
Yo =C+B1y,;+e
= (I = B1)E(y:) + B1y, 1 + et
ye — E(ye) =Ba(ye—1 — E(ye)) +ee
4
Var(ye) = {

b%l Var(yt) + 2b11b12 Cov(yr, z¢) + bfz Var(z:) + o
bgl Var(yt) + 2ba1 bax Cov(ye, z:) + b§2 Var(z:) + ag

<N

Para calcular Var(y;) y Var(z:) necesitamos Cov(yt, z¢)
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Estabilidad VAR (cont.)

e Ejemplo (cont.). Tenemos que

ye— E(yr) = bu(ye-1 — E(yt)) + br2(ze—1 — E(2)) + €y

7z — E(zt) = ba1(ye—1 — E(yt)) + b22(ze-1 — E(2t)) + €zt
Eso implica que

[ve—E(ye)l [ze—E(2:)] = [br1(ye—1—E(ye))+bra(ze—1— E(2¢))+e€y t]-

[b21(ye-1 — E(yt)) + b22(ze-1 — E(2t)) + €2,t]
Y

Cov(yt, zt) = biibo1 Var(y:) + (bi1ba2 + bi2bo1) Cov(yt, z¢)
+ biobyo Var(z:) + Cov(ey ¢, €1t)

En resumen, 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas Var(y:),
Var(z:) y Cov(yt, zt)
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Estabilidad VAR (cont.)

e Para un modelo VAR(2) con M = 2 tenemos que

— 1 _ _ 2 10 . b1]_L b12L
A(L)=1-B1L—ByL* = [O 1 bytl bl

[ bzl bigl?
bysl?  byyl?

_ 1— byl — bi3l?  —biol — bial?
B _b21L_b23I—2 1—b22L—b24L2

IA(L)| = (1 — by1L — b13L?)(1 — booL — bogl?)
— (—b1oL — b1al®)(—=bo L — by3L?)

|A(L)| = a+ bL + cL? 4 dL3 + el*
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Estabilidad VAR (cont.)

e Encontrar soluciones de polinomios de orden 4 o mas alto puede
ser bastante dificil

e Afortunadamente existe un método alternativo que utiliza lo que

se llama la forma comparfiera (“companion form") del modelo
VAR(p)

e La forma compafiera de y; = B1y,_; + -+ B1y,_, + & tiene la
estructura de un modelo VAR(1) y se denota

Yt = AlYt—l + Et

e Las soluciones del polinomio [lp, —Aj(L)| = 0 son las soluciones
de|[I—ByL— - —BplP| =0
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Estabilidad VAR (cont.)

e Donde

— lyp es una matriz identidad Mp x Mp

Yt
Yt-1
— Yt = t_
Yt—p+1
€t
0
— E; =

Estabilidad

AL =

El VAR como forma reducida

B>

Modelos PVAR

Bp-1 By
0 0
0 0
| 0

Referencias
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Estabilidad VAR (cont.)

e Por ejemplo, la forma compariera de un modelo VAR(2) de
dimensién 2 es

PRI

0, mas explicitamente,

Vit bi1 b1 b1z bus Yit-1 €1t
Yot _ | bar b2 baz bog yai-1 | | et
Yit-1 1 0 0 O Yi,t-2 0

Y2,t-1 o 1 0 O Y262 0

Referencias
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Estabilidad VAR (cont.)

e La forma compafiera de un modelo VAR(3) de dimensién 2 es

Yyt B: B, B3 Yi-1 €t
Yt—l = I 0 0 Yt—2 + 0
Y2 0 | 0 yt-3 0

0, mas explicitamente,

[ oy ] [ bi1 b1z b1z bua bis big | [ yi,e-1 €1,t
Yot bo1 b bo3 bas bos bog y2,t-1 €2,t
Yit—1 . 1 0 0 0 0 0 Yit-2 + 0
yoeer | | O 1 0 0 0 O Y2,t-2 0
Yi,t—2 0 0 1 0 0 0 Y1,t-3 0

Ly2e—2] L O 0O 0 1 0 0 J[ye3] L[ O ]
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El VAR como forma reducida

e El modelo VAR es de una forma reducida en el sentido de que no
hay variables endégenas contempordneas en el lado derecho

e Muchos modelos se formulan en forma estructural en el sentido
de que una o mds variables enddgenas en el lado derecho son
contempordneas

e Por ejemplo, si Ac; es el crecimiento en el consumo del hogar y
Al es el crecimiento en la renta del hogar, entonces se dice que el
sistema

Ac; = b1polir + b11.1AC 1 + b2 1Ade—1 + et
Aiy = ba1oAct + bo11AcCt 1 + b2 1Aie 1 + €

es estructural
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El VAR como forma reducida (cont.)

e El sistema (2) se puede escribir como

Ac; _ Act 1 €c,t
LIl ELI vl B I
0 bioo bi11 bi21
donde By = B, =
ende 2o [ brio O } Y= [ bo11 b2 }

e Si lainversa (1 — Bg) ™! existe, entonces (3) se puede transformar
a una forma reducida:

{ iit ] = (1-Bg) 'B; [ N } +(1—Bg)™} [ St } (4)
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El VAR como forma reducida (cont.)

e ;Si estimamos (4) con MCO, podemos identificar los valores de
los pardmetros de (2)?

— No, la estimacién por MCO nos da un ndmero infinito de
soluciones, porque (2) tiene mds pardmetros que el ndmero de
pardmetros estimados en (4)

e Solucidn: restricciones de identificacién (“identifying
restrictions” ) de los parametros de (2)

e Algunas restricciones de identificaciéon: descomposicién de
Choleski, descomposicién de Sims-Bernanke, descomposicién de
Blanchard-Quah, etc.
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El VAR como forma reducida (cont.)

e Ejemplo. Recordamos el modelo (2):

Ac; = b12oAis + bi11AC 1 + b1 Adr1 + ect

Aiy = by1 gAct + bp1.1AC—1 + b2 1Air_1 + €

T

y: = Boy; + B1y; 1 +e;

e Supongamos que estimamos la forma reducida
yt = D1y, 1 +ue

y que queremos identificar los valores de By y By (6 parametros)
con la estimacién de Dy (4 pardmetros)



Introduccién Estimacidn e inferencia Estabilidad El VAR como forma reducida Modelos PVAR Referencias

El VAR como forma reducida (cont.)

e Ejemplo (cont.). Eso nos da 4 ecuaciones no-lineales con 6
incégnitas:
(1-Bo) 'B1 =D

e Como las ecuaciones son no-lineales, 2 restricciones no son
necesariamente suficientes para la identificacién. Por ejemplo, si
hay razones (econdmicas, historicas, etc.) para que bpio y b2i1
sean iguales a cero—esto implicaria que el crecimiento del consumo
no tiene impacto en el crecimiento del ingreso del hogar, entonces

bi11 bi2.oboo1 + bi21 dit1 dioa
0 b2 .1 dr11 dooi

e Nota: si estamos dispuestos a restringir la covarianza entre ec ; y
€j,+ Y sus varianzas, entonces las estimaciones de la covarianza
entre uc ¢ y uj+ y las estimaciones de sus varianzas pueden
ayudarnos a identificar los pardmetros de la forma estructural
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Modelos PVAR

e Posiblemente una parte importante de los pardmetros en el
modelo VAR(p) son no significativos, y hipétesis sobre los
pardmetros de la forma estructural deberian ser contrastadas

e Esas son las motivaciones para modelos de tipo "PVAR"
(“Parsimonious VAR")
e Ejemplo del desarollo de un modelo PVAR:

— 1. Transformar las variables para que sean /(0)

— 2. Elegir p

— 3. Estimar VAR en forma reducida o estructural con FIML

— 4. Quitar los regresores no significativos/pruebas de restric-
ciones sobre los parametros
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Modelos PVAR (cont.):

e Definicion: Causalidad Granger. Se dice que una variable z;
causa otra variable y; en el sentido Granger si uno o mas de los
retardos de z; tienen impacto sobre y;

e Ejemplo. Supongamos que y; ~ 1(0), z; ~ /(0), y consideramos
el modelo
ye=0Bo+1ze-1+ -+ Bpzt_p+ €, €~ WN(OaUZ)

Si uno o mds de los pardmetros (31, ..., 3, son diferentes de cero,
entonces se dice que z; causa y; en el sentido de Granger
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Modelos PVAR (cont.):

e Un objetivo en el desarollo de un PVAR es el estudio de la
causalidad Granger entre las variables

e En particular, si una variable no causa (en el sentido Granger)
ninguna otra variable en un sistema VAR reducido, entonces
podemos reducir la dimensionalidad del VAR quitando esta variable
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